Miniatura 1

.INlewykonalne” konstrukcje

czyli

jak kazdy moze wykonaé¢ kwadrature kota, trysekcje
kata i podwojenie szescianu

Marek Kordos

Wprowadzenie

Powszechnie jest wiadomo, ze zwrot kwadratura kota oznacza zada-
nie wykonania rzeczy niemozliwej. Zacznijmy wiec od wykonania kwa-
dratury kota, czyli skonstruowania kwadratu o polu rownym polu dane-
go kota. Scislej — tu skonstruujemy tréjkat o polu réwnym polu danego
kota.

Najpierw twierdzenie mowiace o kwadraturze dowolnego wielokata
i to najprostsza metoda. Nazywa sie ona réownowazno$é przez rozktad.
Polega zas na tym, ze dana figure dzielimy na ,przyzwoite” czesci (np.
wielokaty) i z tych czesci uktadamy inna figure — ta pierwsza figura i
ta druga sa wtedy rownowazne przez rozktad. W szczegdlnosci mozna
zastanawia¢ sie nad tym, ktore figury sa rownowazne przez rozktad z
kwadratem. Bytaby to ich kwadratura jeszcze bardziej intuicyjna, niz
konstruowanie za pomoca cyrkla i linijki boku odpowiedniego kwadratu
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(cho¢ w sumie na jedno to wychodzi, gdyz trzeba przeciez jako$ opisaé
ciecie figury na czesci).

Twierdzenie 1. Kazdy wielokqt jest przez rozklad na mniejsze wie-
lokqty réownowazny z pewnym kwadratem.

Twierdzenie to nazywane jest nazwiskami Farkasa Bolyaia (czytaj
bojoja) i Paula Gerwiena (czytaj gerwina). Pierwszy z nich bardziej jest
znany w historii matematyki z tego, ze byt ojcem wspottworcy geome-
trii nieeuklidesowej. Udowodnili oni to twierdzenie okoto 1800 roku,
co oznacza jedynie tyle, ze zapisali porzadnie rozumowanie uzywane w
matematyce od ponad 2200 lat. Oto ich dowdd.

Dowéd. Rysunek 1 pokazuje, ze dowolny trdjkat mozna przecigé na

RYSUNEK 1

(co najwyzej) 3 czesci, z ktérych usktada sie prostokat: pierwsze ciecie
rownolegte do podstawy w potowie wysokosci, drugie prostopadte do
pierwszego. Jesli otrzymany prostokat ma stosunek bokéw mniejszy niz
4:1, to znowu mozna przecia¢ go na 3 czesci, z ktorych usktada sie
kwadrat. Rysunek 2 pokazuje, jak to zrobi¢: aby z prostokata ABC'D
u_stkaé kwadrat AB'C'D’, nalezy tréjkat BPB’ przesunaé o wektor

B'D (otrzymujac trojkat QD’'D), a trojkat BC'Q przesunaé¢ o wektor
—

CC" (otrzymujac trojkat PC'D’). Aby to sie dalo zrobi¢, musi by¢
B'D || BD' || CC’ i do wykazania tego sprowadza sie ta cze$¢ dowodu.

Nalezy zastosowaé twierdzenie Talesa. Mianowicie prostokat i kwadrat,
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RYSUNEK 2

aby mogty by¢ rownowazne przez rozktad, musza mie¢ te same pola.
Oznaczajac

a=|AD| = |B'O| = |BC|,
b=|AB| = |DC],
¢ =|AB'| = |DO| = |D'C"| = |AD'| = |B'C"|,

mamy

& = ab, czyli l—):E: b—c,
c a c—a

czyli

|AB]| |AB’|  |OD| |OC|

|AD'| ~ |AD| |OB'| |oC"|
Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa daje, wobec trzeciej od
konica réwnosci, BD' || B'D, a wobec ostatniej — DB’ || CC’. Mozna
wigc takie przesuniecia wykonac.

Gdy prostokat jest zbyt ditugi, czesci trojkatow, ktore mieliby$my
przesuwac, leza poza tym prostokatem. Ale tatwo znalezé rade — nalezy
dotad sktadac prostokat ,na pot”, az warunek, aby zaden z bokéw nie
byt wiecej niz 4 razy dluzszy od pozostalego, bedzie spetiony. Tak
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wiec kazdy prostokat, a wiec i kazdy trojkat, da si¢ przez pocigcie na
mniejsze wielokaty i ulozenie ich w inny sposob zamieni¢ na kwadrat.
A teraz dowdd dla dowolnego wielokata. Wielokat daje sie podzieli¢
na tréjkaty, kazdy z nich jest rownowazny kwadratowi, a wiec dowdd
bytby zakonczony, gdybysmy umieli z dwoch kwadratéow zrobi¢ jeden
(w ten sposob zmniejszalibysmy liczbe kwadratéw, az w koncu zostaltby
jeden). Ale to nie jest trudne. Ustawiamy kwadraty jeden obok drugie-
go i dwoma cigciami robimy z nich pie¢ czesci (rysunek 3). Obracajac

RYSUNEK 3

powstate trojkaty o kat prosty (jeden z trojkatéow jest w dwéch ka-
waltkach), otrzymujemy jeden kwadrat. I w ten sposob zakonczyliSmy
dowdd twierdzenia Bolyaia—Gerwiena. U
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W szczegoblnosei trojkat jest rownowazny przez rozktad kwadrato-
wi. Jesli wigec wskazemy trojkat o polu rownym polu kota, kwadrature
bedzie mozna tatwo zakonczy¢. Niby wiec zrobimy mniej, ale za to wy-
konamy przy okazji (juz doktadnie) rektyfikacje (czyli wyprostowanie)
okregu, to znaczy wskazemy odcinek o dtugosci réwnej dtugosci okregu.

Nie nalezy, rzecz jasna, wyobrazaé sobie, ze te konstrukcje powstaty
na uzytek tego artykutu. Wykonal je zyjacy w czasach Hannibala (czyli
ponad 2200 lat temu) na Sycylii grecki uczony Archimedes (gtownie
matematyk, cho¢ w szkole obecny jedynie na lekcjach fizyki).

Nikogo zatem nie zadziwi, ze podstawowy przyrzad, ktorego trzeba
bedzie uzy¢ do kwadratury, to spirala Archimedesa. Spirala Archime-
desa to krzywa, jaka zakresla punkt P znajdujacy si¢ na potprostej,
obracajacej sie ruchem jednostajnym wokot swojego poczatku O, kto-
ry to punkt P réwnocze$nie jednostajnym ruchem oddala sie od tego
poczatku (rysunek 4). Podobna jest (wzgledem stotu) droga muchy,

P

] "

RYSUNEK 4

ktora oddala sie, idac rownym krokiem, od srodka obracajacego sie na
adapterze krazka winylowej ptyty (gdy kto$ wie, co to jest adapter i wi-
nylowa plyta; muchy sa wciaz znane). Taka krzywa we wspotrzednych
biegunowych ma réwnanie r = ap (gdzie a jest pewna liczba dodatnia),
bo z racji tego, ze oba ruchy sa jednostajne, kat obrotu i odlegtos¢ od
O sg proporcjonalne.

W punkcie P spirali, odpowiadajacym obrotowi o kat 27 (czyli kat
pelny, bo bedziemy mierzyli katy w mierze tukowej), rysujemy styczna
k do spirali. Gdy @) jest punktem przecigcia k z prosta [ przechodzaca
przez O i prostopadta do OP (rysunek 4), to odcinek OQ ma dtugosé
27|OP)|, czyli jest rektyfikacja okregu o promieniu OP, a tréjkat OPQ
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ma pole rowne polu kota o tym promieniu, czyli rowniez decydujacy
krok w kwadraturze zostal wykonany. Dlaczego tak rzeczywiscie jest?
Aby sie o tym przekonaé, trzeba dowiedzie¢ sie, jaki kat tworzy styczna
w dowolnym punkcie spirali Archimedesa z odcinkiem lgczacym ten
punkt z punktem O. To z kolei wymaga sprecyzowania pojecia styczna.

Styczna jest w matematyce okreslona jako graniczne polozenie siecz-
nych, co oznacza koncowy wynik nastepujacej operacji: przez dwa nie-
zbyt odlegte punkty krzywej prowadzimy prosta (czyli sieczna), a na-
stepnie punkty zsuwamy — prosta sie porusza, a jej konicowe potozenie to
wlasnie styczna. Rysunek 5 uzasadnia, dlaczego stwierdzenie, ze stycz-

RYSUNEK 5

na to prosta majaca z krzywa tylko jeden punkt wspélny, jest praw-
dziwe tylko dla bardzo specjalnych krzywych (np. okrag, elipsa), a w
og6lnym przypadku zawodzi — warunek ten czesto nie daje niektorych
stycznych, réwnoczesnie proponujac zbyt wiele (jak np. w przypadku
krzywej okreslonej réwnaniem y = x® — x).

Wezmy wiec dwa niezbyt odlegte punkty spirali Archimedesa S i T
i zajmijmy si¢ tréjkatem STO. Kat obrotu odpowiadajacy punktowi
T nazwijmy ¢, kat TOS oznaczmy Ay, a kat T'SO oznaczmy § (rysu-
nek 6). Chodzi nam o znalezienie wartosci d, gdy A¢ zmniejszymy do
zera.
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Y

RYSUNEK 6

Dygresja o stosunku z do sinx. Gdy sie bada zachowanie wy-
razen trygonometrycznych dla malych katow, jedyna konieczna infor-
macja, poza standardowymi tablicowymi wzorami pozwalajacymi za-
mienia¢ jedne funkcje na inne, jest znajomos$¢ tego, co sie dzieje ze
stosunkiem %, gdy x zmniejszamy do zera. Pigknej odpowiedzi na

sin
to pytanie udzielil Euler, wykorzystujac twierdzenie o dwdch policjan-
tach. Zacznijmy wiec od tego twierdzenia. Brzmi ono:

Twierdzenie 2 (o dwoch policjantach). Gdy bedziesz si¢ stale znaj-
dowat pomiedzy dwoma policjantami zmierzajgcymi na ten sam poste-
runek, i ty tam trafisz.

A oto jego zastosowanie w rozwazanej sytuacji.

Gdy nieduzy kat o wierzchotku O przetniemy okregiem o promie-
niu 1, otrzymujgc punkty A i B, a nastepnie wystawimy w A i B pro-
stopadte do OB, otrzymujac w ich przecieciach z ramionami kata do-
datkowe punkty A’ i B’ (rysunek 7), to

— tuk AB ma dtugo$¢ rowna rozwartosci kata AOB,
— odcinek AA’ ma dlugosé réwng sinusowi tego kata,
— odcinek BB’ ma dtugo$¢ réwng tangensowi tego kata.
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B/

A B

RYSUNEK 7

Mamy wiec (oznaczajac rozwartosé kata AOB przez x)

T 1
- < .
sinx  cosz

sine <z <tgzw, czyli 1<

Policjant 1 stoi nieruchomo na posterunku 1, policjant dla x
CoS T

zmniejszanego do zera zmierza na ten sam posterunek 1, zatem znajdu-

jacy sie stale miedzy nimi tez na ten posterunek trafi. Moral: przy

zmniejszaniu x do zera stosunek staje sie rowny 1. Tyle dygresji.

sin
Powr6¢émy do spirali i rysunku 6. Zastosujemy do trojkata STO
twierdzenie sinusow:
sin ZT'SO  sin ZSTO . sind  sin(m — 0 — Ayp)
= , czyli =
TO| SO agp a(p + Ap)

I trzeba troche porachowaé¢. Mamy

(o + Ap)sind = psin(d + Ayp) = psind cos Ap + ¢ cosd sin Ay,

zatem
(p+ Ap — pcosAp)sind = psin Ap cosd
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1 ostatecznie

ctg§ = 1 +l Ay _cosA<p:l Ay 1—cosA<p:
sin Ay  psinAp  sinAp  @sinAgp sin Ay

1 Ay QSiHQ%‘e 1 Ayp ; Ayp

T psinAgp QSiH%QCOS%Q_;SiHA(p—i_ 2

Poniewaz tg0 = 0, wiec (korzystajac z dygresji) stwierdzamy, ze gdy
punkt T" zsuwa sie do punktu S, czyli gdy Ay zmniejsza sie do zera, to

1
ctg o staje sie rowny —, czyli tgd staje sie rowny . Taki jest wiec kat
¥

miedzy styczng w punkcie odpowiadajacym katowi obrotu ¢ a odcin-
kiem tgczgcym ten punkt z O. Taki ,okragly” wynik pozwala uzasadni¢
konstrukcje z rysunku 4.
Skoro na rysunku 4 kat obrotu odpowiadajacy punktowi P jest réw-
ny 27, to mamy
104]

OP|’
skad |OQ| = 27 - |OP|, a o to wlasnie chodzito.

Przedstawiona konstrukcja jest bardzo tadna, a jej uzasadnienie jest
nie takie znow ktopotliwe. Czemu wigc z uporem twierdzi sie, ze kwa-
dratura kota jest niewykonalna? Powod jest, rzecz jasna, powszechnie
znany — konstrukcje nalezy wykonywac

2r =tg LOPQ =

1° na ptaszczyznie,
2° jedynie cyrklem i linijka bez podziatki.

W podanej konstrukcji spelniony byt tylko pierwszy warunek. No do-
brze, ale dlaczego takie warunki zostaly przez matematyczng spotecz-
nosé przyjete?

1. Inny spos6éb na kwadrature

Mozna bez wigkszego trudu wymysli¢ konstrukcje przyrzadu do ry-
sowania spirali Archimedesa. Pozostanie jednak problem, jaki przyrzad
pozwolitby konstruowac styczng. Tak zaczynamy zbiera¢ argumenty za
odrzuceniem nieskrepowanej dowolnosci w wyborze srodkow konstruk-
cyjnych.
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Chociaz akurat problem stycznej mozna usunad, stosujac do kwa-
dratury zamiast spirali Archimedesa inng krzywa, kwadratryse, wigzana
czasem z imieniem Dinostratosa (cho¢ wiadomo, ze nie on ja wymyslit).

Przepis na kwadratryse jest bardzo podobny do przepisu na spirale
Archimedesa. Podobnie jak tam, mamy do czynienia z jednostajnym
ruchem obrotowym i jednostajnym ruchem prostoliniowym. Teraz wy-
glada to tak, ze mamy poziomag prosta k, ktéra przesuwa sie pionowo
w dét ruchem jednostajnym. Rownocze$nie podtprosta [, na poczatku
pionowa, zaczyna si¢ obraca¢ jednostajnie wokot swojego poczatku O.
Tempo obu ruchow jest tak dobrane, ze prosta k& dochodzi do punktu
O akurat w tym momencie, gdy potprosta [ staje sie pozioma. Kwa-
dratrysa to droga punktu P, w ktérym sie przecinaja k il (rysunek 8).

0 /N7 )
B
RYSUNEK 8
Bedziemy szukali réwnania kwadratrysy w biegunowym uktadzie

wspOlrzednych. Jesli wiec wspoétrzedne kartezjanskie P sa (x, y), to
interesuje nas, jak od ¢ zalezy

r:\/:c2+y2:x\/1+tg2<p:

cos p’
(bo zawsze jest y = xtgp).
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Niech w poczatkowym potozeniu odlegtosé k od O (czyli AO) bedzie
rowna a. Warunek wiagzacy predkosé liniowa z obrotowa wyglada tak

a—vy a . m s s 2a
— =—, czyli —a—-y=—-a—pa, zatem y=—¢.
Stad

2a ) 2a
—p=xtgp, czyli x=—pctgp.
T 7
Gdy wstawimy to do pierwszego wzoru, otrzymamy
2a ctgy 2a ¢
r = — e —

T CoSp T sin @
i to jest wlasnie poszukiwane réwnanie.
Kwadratura jest juz wlasciwie zakonczona. Korzystajac z dygresji,
znajdujemy |OB|, czyli odleglosé konicowego potozenia P od O — odpo-
wiada to sytuacji, gdy ¢ maleje do zera, jest wiec

2
0B| = =2,
T
Zauwazmy, ze mamy
4-10A4| 5
_ = T
OB ’

dysponujemy wiec trojkatem podobnym do tego uzyskanego za pomoca
spirali Archimedesa — do stosownej wielkosci powiekszamy go, poshu-
gujac sie twierdzeniem Talesa.

To, czy ta konstrukcja jest tadniejsza od tej ze spirala Archimedesa,
pozostaje kwestig osobistego gustu. Pytanie, czy uznac¢ tego rodzaju
konstrukcje za dopuszczalne w geometrii, wymaga natomiast jakiegos
porozumienia zainteresowanych. Zanim opisz¢, jak do takiej umowy
doszto, chee przedstawic jeszcze inne konstrukcje.

2. Trysekcja i konchoidy

Trysekcja kata to konstrukcja pozwalajaca dla dowolnego kata uzy-
ska¢ kat majacy jedna trzecig jego rozwartosci. Dla dowolnego kata —
a wiec fakt, ze potrafimy podzieli¢ na trzy rowne czesci np. kat o roz-
wartosci 7, czyli mowigc po ludzku: kat 45°, nie swiadczy jeszcze o
wykonalnosci trysekcji.
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Oczywiscie, z tak poteznym orezem, jak spirala Archimedesa, ta-
two jest wykonaé nie tylko trysekcje, ale i n-sekcje (czyli podziat na
n réwnych czesci) dowolnego kata. Polézmy kat tak, aby jego jedno
ramie odpowiadalo katowi 0 spirali (rysunek 9). Drugie ramie kata od-

RYSUNEK 9

powiada pewnemu katowi ¢ i przecina spirale w odlegtosci d = ayp od
jej poczatku O. Dzielimy d na n réwnych czesci (np. za pomoca twier-
dzenia Talesa — chyba kazdy to potrafi?) i kreslimy okregi o $rodku
w punkcie O, przechodzace przez kolejny punkt tego podziatu. Okregi
przecinaja spirale w punktach wyznaczajacych n-te czesci kata ¢ (na
rysunku 9 jest n = 3). Rzeczywiscie, np. w przecieciu spirali z okregiem
0 promieniu % otrzymujemy punkt, dla ktérego jest r = a£.

Mozna jednak zapytac, czy nie da si¢ wykonaé trysekcji dowolnego
kata prosciej, bez az tak skomplikowanych urzadzen, ktore rysowatyby
spirale Archimedesa. Okazuje si¢, ze Starozytni znali taki sposob — wy-
korzystuje on bardzo prosty przyrzad: konchoidograf, czyli ten, ktéry
rysuje konchoidy. Z kazda krzywa jest mianowicie zwigzana pewna inna
krzywa — jej konchoida. A przepis na konchoide jest bardzo prosty.

Najpierw obieramy pewien punkt B — bedzie to biegun konchoidy —
i pewng liczbe dodatnia a — bedzie to promien konchoidy. A samg kon-
choide otrzymujemy w ten sposob, ze na kazdej prostej przechodzacej
przez biegun i przecinajacej dang krzywa zaznaczamy dwa punkty: oba
odlegte 0 a od punktu przeciecia prostej z krzywa. Wyglad konchoidy
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zalezy zaréwno od krzywej, dla ktorej ja wykreslamy, jak tez od poto-
zenia bieguna i wielkosci promienia. Na rysunkach 10, 11, 12 pokazane

P

P/

RYSUNEK 10

e —

Pl
B

RYSUNEK 11

)P(’\
Pl
B

RYSUNEK 12

sg rozne wyglady konchoid Nikomedesa, czyli konchoid prostej z biegu-
nem nielezacym na niej, a na rysunku 13, 14, 15 rézne wyglady slimakow
Pascala, czyli konchoid okregu z biegunem lezacym na nim.
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‘

RYSUNEK 13

AN
N

RYSUNEK 14

RYSUNEK 15

Nazwa §limak nie jest tu nieodpowiednia: konche to po grecku musz-
la — nie wiem, czy obejrzenie szesciu powyzszych obrazkéw uzasadnia
dopatrzenie si¢ w konchoidach jakichs zwiazkéw z mieczakami.
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Przyrzad do wykonywania konchoid, konchoidograf, to prosty drut z
trzema petelkami w réwnych odlegtosciach oraz wysoka pinezka, gwo6zdz
lub tp. Wbijamy pinezke w biegun, w petelki wktadamy kolejno pisak
dobry, wypisany i znéw dobry — gdy wypisanym pisakiem wodzimy po
krzywej, caly czas pilnujac, by drut opieral sie o pinezke, to oba dobre
pisaki rysuja konchoide (rysunek 16).

RYSUNEK 16

Tak jak kojarzenie jednostajnych ruchéw po prostej i po okregu
czesto prowadzi do kwadratury kota, tak z konchoidami zwigzane sa
trysekcje.

Oto dwa sposoby wykonania trysekcji kata za pomoca konchoidy.
Za pierwszym razem bedzie to konchoida Nikomedesa, za drugim zas
slimak Pascala. Doktadniej, beda to konstrukcje za pomoca cyrkla, li-
nijki bez podziatki i konchoidografu — jesli sie jednak tym konstrukcjom
dobrze przyjrzec¢, to mozna zauwazyc¢, ze sam konchoidograf tez wystar-
czy.

Dany jest kat o wierzchotku O. Rysujemy okrag o $rodku O i pro-
mieniu a, otrzymujac w przecieciu z ramionami kata punkty A i B.
Prowadzimy w tym okregu srednice BB’. Przecinamy zewnetrzny tuk
konchoidy prostej AB o biegunie O i promieniu 2a z prostg AB’, otrzy-
mujac punkt C' (rysunek 17 — tuk zewnetrzny to lezacy po przeciwnej
stronie prostej niz biegun). Kat AOC jest jedna trzecia kata AOB.
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RYSUNEK 17

Dlaczego? Aby sie o tym przekonaé, dogodnie jest dorysowa¢ punkt D
bedacy przecieciem AB z OC'i $rodek E odcinka C'D. Jesli zauwazymy,
ze kat BAB' jest prosty (bo oparty na érednicy), to tréjkat AC'D okaze
sie prostokatny i stad bedziemy mieli na rysunku az sze$¢ odcinkéw du-
gosci a: OA, OB, OB', EC, ED i EA (bo srodek okregu opisanego
na trojkacie prostokatnym lezy na $rodku przeciwprostokatnej). Dalej
trzeba juz tylko pamietac, ze kat zewnetrzny w trojkacie to suma katéw
wewnetrznych do niego nieprzylegtych. Oznaczajac a = ZACFE i biorac
pod uwage trojkat ACE, mamy 2a = ZAEO = ZAOFE — wystarczy
wiec obliczy¢, ze ZCOB = 4a. Ale z trojkata ACO mamy

3a = /B'AO = ZAB'O
i wobec tego z trojkata B'C'O mamy teze.
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Drugi sposéb jest bodaj jeszcze bardziej elegancki. Nieco bardziej
skomplikowana jest konstrukcja, ale za to rachunki znacznie prostsze.
Dany jest kat AOB, przy czym OB = a. Rysujemy okrag o srodku
B i promieniu a oraz prosta k przez B réwnolegly do OA. Nastepnie
przecinamy zewnetrzny tuk konchoidy narysowanego okregu, o biegunie
O i promieniu a, z k otrzymujac punkt C' (rysunek 18 — tuk zewnetrzny,
to znaczy lezacy na zewnatrz okregu). Kat AOC to jedna trzecia kata

RYSUNEK 18

AOB. Dla dowodu oznaczmy jeszcze przez D punkt przeciecia OC z
okregiem. Mamy teraz OB = BD = DC(C, co pozwala przeprowadzi¢
nastepujacy rachunek

LAOC = £/BCO = £ZCBD = %ABDO = %ABOC;

pierwsza rownosé bierze sie z faktu, ze OA i BC' sa réwnolegte.
I jeszcze trzecia konstrukcja trysekcji kata za pomoca konchoidy, a
konkretnie $limaka Pascala o promieniu $rednicy okregu. Taki slimak
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Pascala nazywa sie kardioida. Poprowadzmy styczna do kardioidy (w
punkcie S) i niech ona przecina pétprosta taczaca srodek okregu, dla
ktérego jest narysowana kardioida, z jej biegunem B w punkcie A (ry-
sunek 19). Kat ASB jest dwa razy mniejszy od kata ABS, z czego

RYSUNEK 19

wynika, ze stanowi jedna trzecia kata zewnetrznego trojkata ABS. Jak
to uzasadni¢? Odstapie tu te przyjemnosé Czytelnikowi. Poczatek jest

RYSUNEK 20

taki: jak wida¢ z rysunku 20, w uktadzie biegunowym kardioida okregu
0 promieniu a ma réwnanie

r=2-a-cos(m— )+ 2a=2a(l —cosy).
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Nastepnie nalezy postapi¢ doktadnie tak, jak w przypadku stycznej do
spirali Archimedesa — kluczowym wzorem, ktory znajdzie tu zastoso-
wanie, bedzie

1 —cosa a
T _—tg =

sin «v & 2

Przypuszczam, ze wrazenia z przedstawionych tu trysekcji sg zde-
cydowanie korzystne i pracujg na niekorzysé¢ ograniczania $rodkow kon-
strukeji do cyrkla i linijki bez podziatki. Konchoidograf jest przyrzadem

zdecydowanie tej samej klasy ztozonosci, czemu wiec go odrzucac?

3. Delos, Pytia, Archytas i Platon

Kwadratura kota, trysekcja kata wraz z podwojeniem szescianu na-
zywane sa problemami delijskimi. Dlaczego? Faktycznie nazwa ta przy-
shugiwac¢ powinna tylko ostatniemu zadaniu. Wedtug legendy, gdy przed
blisko trzema tysiacami lat wybuchta w greckim miescie Delos zaraza,
przerazeni mieszkancy wystali delegacje do swigtyni Apollina do Delf.
Tam, odurzona oparami z palonych na trojnogu zi6t, kaptanka, zwana
Pytia, w imieniu swego patrona odpowiadata i wieszczyta przybyltym
patnikom. Na pytanie, co trzeba zrobi¢, by zaraza odstapita, poradzi-
ta mieszkancom Delos, aby powiekszyli dwukrotnie ich wtasny ottarz
Apollina, majacy ksztalt szeScianu. Sadze, ze dzi$ nikt nie mialby z
tym problemu — zbudowaliby$my szescian o dwa razy wickszej krawe-
dzi i juz. Grecy byli jednak (przynajmniej wowczas) skrupulatni i doszli
do wniosku, ze skoro ottarz jest z litego brazu i skoro braz kupuje sie
na wage, to dwukrotnie wigkszy oznacza o dwukrotnie wiekszej objeto-
Sci. My i z tym nie mielibySmy problemu — zwigkszyliby$Smy krawedz
np. 1,3 razy i uwazalibyémy zadanie za wykonane: 1,3 = 2,197, a wiec
wiecej niz 2. Ale nie Grecy — oni uwazali, ze Apollo zada od nich, aby ot-
tarz byt doktadnie dwa razy wigkszy. I tak powstal problem podwojenia
szescianu. Do niego — juz bez zadnej legendarnej podktadki — dotaczo-
no dwa poprzednio omawiane w tym artykule problemy. Potaczyta je
niemozno$¢ rozwigzania ich cyrklem i linijka.

Podwojenie szeécianu to poszukiwanie odcinka o dtugosci /2. Moz-
na go tatwo zbudowaé, gdy umie si¢ kresli¢ parabole. Faktycznie, gdy
narysujemy parabole o réwnaniu y = 22, czyli taks z nogami do géry,
i parabole x = %yQ, czyli taka z nogami w prawo, to przetng sie one w
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dwoch punktach (rysunek 21). Jeden to oczywiscie (0, 0). Wspotrzedne

Y

(%2.97)

RYSUNEK 21

drugiego obliczymy, podstawiajac y z pierwszego rownania do drugiego.
Bedzie to z = %x4, czyli z(x® — 2) = 0. Zatem drugi punkt przecigcia
ma wspotrzedne (3/2, v/4). Tym samym problem podwojenia szescianu
jest rozwiazany. Przyrzad do kreslenia paraboli mozna bez trudu zbu-
dowa¢ z linijki, ekierki i sznurka. Starozytni jednak nie mieli zaufania
do takich krzywych, jak parabola, czyli w kazdym miejscu innych.

Z tamtych czaséw pochodzi zupetnie inna konstrukcja, ktéra — jak
sto lat temu uczono w gimnazjach — stala si¢ przyczyna przyjecia ogra-
niczen $rodkéw konstrukeyjnych. Autorem tej konstrukeji jest Archytas
z Tarentu, wybitny wojskowy i polityk, a takze znakomity administrator
i inzynier. Tu i 6wdzie trafia sie czasami nazwa S$rednia proporcjonalna
jako okreslenie sredniej geometrycznej — to pozostalosé po metodzie Ar-

chytasa. Co to byty $rednie proporcjonalne (w liczbie mnogiej)? Otéz,

gdy do liczb a i b dobierzemy takie liczby ¢y, co, ..., cp, ze
a C1 Co Cn—1 Cn
_——=— = — = = = -,
¢ ¢y C3 Cn b

to liczby te stanowia n Srednich proporcjonalnych miedzy a i b. Fak-
tycznie, jedna $rednia proporcjonalna to srednia geometryczna.
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Archytas zauwazyl, ze mozliwos¢ znalezienia dwoch srednich pro-
porcjonalnych dla a i 2a jest roOwnowazna z podwojeniem szescianu.
Istotnie,

4
g 2-2_13% wynika 2 =ay i y® = 2ax, czyli T —our.
xr oy 2a a?
Ostatecznie mamy wiec (poza rozwiazaniem zerowym) x = ay/2. Ao
to chodzito.

Pozostawat problem, jak konstruowa¢ dowolng liczbe srednich pro-
porcjonalnych, a choc¢by tylko dwie. Jest figura, gdzie wida¢ $rednich
proporcjonalnych, ile kto pragnie. To tréjkat prostokatny. Faktycznie,
gdy zrzutujemy wierzchotek kata prostego AK B na AB, otrzymujac L,
potem L na AK, otrzymujgc M, potem M na AB, otrzymujgc N itd.,
to mamy z podobiefistwa tréjkatoéw (rysunek 22)

K

e

A N L B
RYSUNEK 22

|AB| |AK]| |AL| |AM|

|AK| — |AL|  |AM|  |AN|] 7
Gdybysmy wiec umieli zbudowadé taki trojkat prostokatny, w ktérym
bytoby |AM| = a i |AB| = 2a, to odcinek AL miatby dtugosé av/2. I
taki wtasnie trojkat skonstruowal Archytas.

Konstrukcja Archytasa byta oparta o rozumowanie, ktére nazywa

sie analiza StaroZytnych (i jeszcze pét wieku temu uczono o tym w
szkole). Jest to nastepujacy sposob. Zakladamy, ze udato sie i mamy
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(nie wiadomo skad) to, o co chodzi — badamy zatem te rzecz dotad, az
uzbiera si¢ tyle jej wlasnosci, ze bedziemy na ich podstawie rzeczywi-
Scie umieli te rzecz znalez¢. Oto zastosowanie analizy Starozytnych do
podwojenia szescianu.

Zaktadamy wiec, ze poszukiwany trojkat prostokatny juz mamy,
rysujemy na poziomej plaszczyznie okrag o srednicy AB, trojkat sta-
wiamy pionowo i obracamy go wzgledem pionowej osi przechodzacej
przez A, az punkt L znajdzie si¢ na narysowanym okregu (rysunek 23).
Archytas wskazal trzy powierzchnie, na ktérych znajduje sie punkt K.

RYSUNEK 23

Pierwsze dwie tatwo wskazac: to walec, ktorego podstawa jest naryso-
wany okrag, i ,torus bez dziurki”, czyli wynik obracania okregu wokot
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jego stycznej — tutaj jest to okrag opisany na ruchomym trojkacie pro-
stokatnym.

Trzecig powierzchnig jest stozek o osi AB, wierzchotku A i kacie
miedzy osig a tworzacg rownym 60°. Jak na to wpas¢? Narysujmy przez
punkt N cieciwe O P narysowanego okregu, prostopadta do AB. Ponie-
waz trojkat AM L jest prostokatny, wiec

|MNJ* = |AN|-|NL| = |[ON|-|NPJ;

druga z réwnosci wynika z podobienstwa trojkatow ANO i PNL (sa
podobne — prawda?). Ale skoro |[M N| jest srednia geometryczna [ON|
i |[NP|, to tréjkat OM P jest prostokatny i mozna na nim opisaé okrag,
dla ktorego OP jest srednicy i ktéry lezy w plaszczyznie prostopadte;
do AB. Proste z A przechodzace przez ten okrag tworza wtasnie po-
szukiwany stozek. Ma on kat miedzy tworzaca a osig rowny 60°, bo
|AP| = |AO| = |AM| = a, a taka sytuacje znamy z konstruowania
szesciokata foremnego wpisanego w okrag.

Archytas proponowal wiec nastepujaca konstrukcje: budujemy wa-
lec, ,torus bez dziurki” i stozek, otrzymany w ich przecieciu punkt
rzutujemy prostokatnie na podstawe walca — jego (czyli punktu L) od-
leglos¢ od wierzchotka stozka to wlasnie av/2.

Skonstruowaé przyrzad zakreslajacy kazda z tych powierzchni Ar-
chytas umiat — zatem chyba rozwiazat problem podwojenia sze$cianu?
Okazato sie jednak, ze przede wszystkim wywotal awanture z najwy-
bitniejszym bodaj myslicielem tego czasu, Platonem. Aby przekonaé
wszystkich, ze trudnos¢ matematyki to nic w poréwnaniu z zawitoscia-
mi poezji, pozwole sobie tu zacytowaé relacje z tej awantury przelang
na papier przez Cypriana Norwida.

PLATO I ARCHITA

ARCHITA

Geometrycznej nieSwiadom nauki
Widziatem prosty lud, ktadacy bruki,

I, jako kamien jedna si¢ z kamieniem,
Baczylem, stojac pod filaréw cieniem —
Az zal mi bylo bezwiednodci gminu,
Mimo ze wieczna on jest wagq czynul. ..
Wiec — Geometrii myslane promienie
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(Rzekne) gdy z glazem zlacze 1 ozenie,
Sferycznosé¢ w drzewie wykluwszy toporem
Sitami ramion pchne brazowe walce,
Promienne jesli kotom natkne palce. . .

To — ktéz wie. . .

PLATO

Boskie zmyslowiac obrysy,

Archito! — koturn rzucisz za kulisy —
Jezyka lotno$¢ niebieskiego zgrubiszl,
Wiec Filozofig, Grecje moze, zgubisz. . .

ARCHITA

O! Plato. .. padam przed prawdy bez-korncem,

I nieraz, mysli z drzewa cioszac, placze,

Tak wielce wszystko przesiakle jest sloricem,
Ktoremu nie ty, ni ja biegow znacze;

Dlatego $wigtych nie znize arkanow,

Ani ojczyzny kragly tarcz wyszczerbie,

Owszem: z tych, ktére raza cig¢ dzis, planéw,

Z kres tych na Grecji idealnym herbie,

Z liczebnych rownan w sil zmienionych dzwignie
(Lubo promienno$é uroku w nich stygnie),

Kt6z wie? — powtarzam — czy lud w sobie drobny,
Bezsilny ciatlem — jak wyspa osobny,

Sykulow mowie, na przykiad, siedzz'ba2,

Ta sity ramion zmnozywszy naukg,

Nie zdota broni¢ si¢ jak morska ryba?. ..
PLATO

Przyjdzie — i tobie dzieh zwyciestwa — sztuko!. . .

Zapewne konstrukcja Archytasa wydala sie Platonowi (a prawdopo-
dobnie nie tylko jemu) zbyt skomplikowana. Poszukujac obiektywnego
wyroznika, Platon wskazal na mechanicznos¢ owej konstrukeji, a wiec
zwigzanie sprawy ze zjawiskami fizycznymi, od ktérych matematyka
powinna by¢ — jego zdaniem — wolna. Stad pierwsze ograniczenie: po-
stulat wykonywania konstrukcji w dwoch wymiarach, na ptaszczyznie,

dealnosé¢ Platona byla przeciwna rodzacej sie wlagnie mechanice, uwazajac ja

(w pierwotnym jej ekstremie) jako zdegradowanie kontemplacyi.

2To sie odnosi do przyszlodci juz wyrazniejszej mechaniki, ktérej Archimed na

rzecz ojczyzny zazyl (przypisy Poety).
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a wiec obiekcie bedacym nierealizowalna praktycznie idealizacja. Sam
jednak dostrzegal, ze, tak czy owak, wykonujac w praktyce konstrukeje,
postugujemy si¢ jakimis, z koniecznosci mechanicznymi, przyrzadami.

Powstatl wigc problem, jak si¢ od tego zwigzku z materig uwolnic,
jak wykazac, ze przyrzady shuza jedynie unaocznieniu pewnych, catkiem
idealnych pojec. I tu nalezy zwrdci¢ uwage na pewng wspolng whasnosé
prostych i okregéw. Otoz linie te Slizgaja sie po sobie i nie ma wigcej linii
ptaskich majacych te wtasnos¢. Mozna wiec proste i okregi traktowac
jako scharakteryzowane przez te wlasnosé, a nie bedace tylko idealizacja
wyniku dziatania cyrkla i linijki.

Skoro juz o tym mowa, to istnieje tylko jeden rodzaj linii przestrzen-
nej, ktora slizga si¢ po sobie: linia srubowa. To dlatego mozna na nia
nakreci¢ mutre, czyli nakretke. Jednak to, ze tylko trzy rodzaje linii §li-
zgaja sie po sobie, jest faktem — mimo intuicyjnej oczywistosci — dosé
skomplikowanym w dowodzie i zostato dowiedzione dopiero w XIX stu-
leciu. Platon tez nie mial dowodu, ze wigcej takich linii ptaskich nie
ma, ale mocno w to wierzyt.

Autorytet Platona byl tak wielki, Zze uznanie przez niego jakichs
dziatan za nienaukowe natychmiast pociagato za soba powszechny ost-
racyzm. [ w ten sposéb wyrzucono z ,przyzwoitej geometrii” koncho-
idograf, nie mowiac juz o bardziej skomplikowanych przyrzadach. Geo-
metria miata by¢ statyczna i postugiwac sie¢ tylko idealnymi pojeciami.
W szczegdlnosci konstrukcje miaty byé wykonywane tylko przez kre-
Slenie na ptaszczyznie prostych i okregow, krzywych bardziej idealnych
od innych. Nie potrwato to dtugo. Wspomniany w przypisie Norwida,
pottora wieku mtodszy od Platona, Archimedes potaczyl geometrie z
mechanika, o czym juz byta mowa.

Czemu wiec ograniczenie Platona na konstrukcje geometryczne do-
trwato faktycznie do dzi§? Tu trzeba odwota¢ sie do specyfiki myslenia
matematykow. Jesli postawi¢ przed nimi problem, a oni nie beda umie-
li go rozwigzaé, to zadna sita ich od niego nie oderwie. Pytanie zas
o wykonalnos¢ cyrklem i linijka bez podziatki trzech omawianych w
tym artykule konstrukeji okazalto sie niestychanie trudne. Tym bardziej
trudne, ze w matematyce powoli rozwijata sie technika dowodzenia, iz
czego$ zrobié¢ sie nie da — jest to trudniejsze od ,pozytywnych” do-
wodow. Ostatecznie niewykonalnos¢ podwojenia szescianu i trysekcji
kata tymi $rodkami wykazal Pierre Wantzel w 1837 roku. Sprowadzit
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on wykonalnos¢ tych konstrukeji do istnienia pierwiastkow okreslonych
rownan. Chociaz wystarczy ograniczy¢ sie do réwnan stopnia 3, to po-
zwole sobie nie przedstawiaé¢ tu tych (bo sa oddzielne) dowodéw. Dla
zaspokojenia ciekawosci powiem tylko, ze przyktadem konstruowalne-
go kata, ktorego trysekcja cyrklem i linijkg nie da si¢ wykonaé, jest
juz, tak przeciez przyzwoity, kat 60°. Dow6d niewykonalnosci cyrklem
i linijka kwadratury kota (Ferdinand Lindemann, 1882) nie nadaje si¢
zupetnie do tego rodzaju artykulu. Podobnie, jak liczacy sobie ¢wieré
wieku wynik Lackovitcha, ze koto mozna podzieli¢ na skonczona (bar-
dzo zreszta wielka) liczbe czesci (bardzo paskudnych), z ktérych, po
sprytnym przemieszczeniu, utozy si¢ kwadrat.



