Oznaczenia

A, B,C etc. — punkty na plaszczyznie

[AB] — odcinek, ktorego koncami sg punkty A i B

|AB| — dlugo$é odcinka AB

(AB) — prosta przechodzacg przez punkty A i B

NABC — trojkat o wierzchotkach w punktach A4, B, C

|IANABC|  —pole tréjkata o wierzchotkach w punktach A, B,C

£LABC — kat o wierzcholu B i ramionach zawartych w prostych (BA) i (BC)

LA, LB etc —wewnetrzy kat w trojkacie przy wierzchotku A, B etc



1. Zadania

Zadanie nr 1 (5.74). Na bokach [BC|, [CA] oraz [AB] trdjketa AABC, wybrano punkty A1, B
oraz Cy w taki sposob, ze odcinki [AA1], [BB1] oraz [CC1| przecinajq sie w jednym punkcie. Proste
(A1By) oraz (A1CY) przecinajq prostq przechodzacq przez wierzcholek A i réwnoleglq do prostej (BC')
odpowiednio w punktach Cy oraz By. Uzasadnié, zZe |ABs| = |ACs|.

Rozwigzanie zadania.

B

Zauwazmy, ze tréjkaty AAC1Cs oraz A Ay BC sa podobne. Istotnie, katy £ A1C1 B oraz £ AC1Cy
maja takie same miary, jako katy wierzchotkowe. Podobnie, katy £ BAC: oraz C1C3A maja takie same
miary (sa to katy naprzemianlegle). Trojkaty AAC,Co oraz A A BC) maja zatem odpowidajace katy

o takich samych miarach. Z podobienstwa tych trojkatéw wynika teraz, ze

|AC,| _ |ACH |
|BA;| |C1B]|’
czyli
|AC |
ACs| = |BA .
| 2| ‘ 1‘|CIB’

W catkiem podobny sposéb uzasadni¢ mozna, ze tréjkaty AABj By oraz Ay B1C réwniez s podobne,

a w konsekwencji

ABs| _ |AB,|
40 |BiC
czyli
|AB; |
ABy| = A C .
|ABs| = |A; ‘|Blc|

Dzielac |ACy| przez |ABs| otrzymujemy

[ACy| _ [AB| |ALC 1B
|ABy|  |B1C||BAy| |[ACY|

Zauwazmy, ze prawa strona powyzszego rownania wynosi — na mocy twierdzenia Cevy dla tréjkata
AABC — jeden, zatem |ACs| = |ABs|.



Zadanie nr 2 (5.75). Niech «, 3,7 bedg takimi kgtami, Ze suma dowolnych dwdch z nich nie przekracza
180°. Na bokach tréjkgta NABC zbudowano trojkgty NA1BC, NAB1C oraz NABCY w taki sposdb, Ze
ich kqty przy wierzchotkach A, B, C réwne sq¢ odpowiednio o, 3,~, a wierzcholki Ay, B1, C1 znajdujg sie
za zewngtrz tréjkata NABC. Uzasadnié, zZe odcinki [AA4], [BBi] oraz [CCY] przecinajg sie w jednym

punkcie.

Rozwigzanie zadania.

Naszym celem bedzie pokazanie, ze zachodzi réwnosé

|BAs| |CBy| |ACs|

=1.
|A2C| B2 A| |CoB|

Wéwczas z twierdzenia Cevy wynikaé, bedzie, ze odcinki [AA,], [BB;] oraz [CC1] przecinaja si¢
w jednym punkcie

Zauwazymy na poczatek, ze pole tréjkata AABA; liczyé mozemy jako sume pol tréjkatéw AABA,
oraz ABAjAy. Podobnie dla tréjkata AACA; (pole tego tréjkata jest suma pdl trojkatéw AAAC
oraz AA;AsC). Poniewaz wysokosci par trojkatéw AABAy i ABA1 Ay oraz ANAAC 1 AA1A2C sa

takie same, to
|BAs|  |[AABA,|

|A2C|  |ANACA;|

Ponadto ze wzoru na pole trojkata wynika, ze

|IAABAs|  |AB||BA|sin(£B + )
IAACA;| — [AC||CAy|sin(£C + )

Korzystajac teraz z twierdzenia sinusow dla tréjkata ABA;C' otrzymujemy

[BAi| _ |CA

sin 7y sinf3
Stad zas

|BA1‘ N Sinﬂ

|CA;|  siny’

7 powyzszego ciagu rozumowaé otrzymujemy teraz

|BAs|  |AB|sin 3sin({B + 3)
|A2C|  |AC| siny sin(£C + )

3



Podobnie postepujac w przypadku liczenia pdl tréjkatow ABCBy i ABAB; oraz ABCC:1 i ACCy
dostajemy zaleznosci.

|CBy|  |BC|sinasin
|BoA] — |AC| sin~ sin
|ACs|  |AC| sin 3 sin
|CoB| — |BC| sin asin

LC +7)
LA+ a)
LA+ a)
4B+ )

—_ o~~~

Mnozac stronami trzy ostatnie réwnosci otrzymujemy oczekiwana réwnosc.



